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講師; 渡邊清政(核融合科学研究所)

(併任) エネ理専攻・核融合プラズマ研究G



講義の概要

プラズマを流体として扱うのに必要な基礎知識として、速度分布関数

を説明し、その速度分布関数のモーメントが従う式として、流体方程

式の導出を講義する。さらに、準中性な荷電粒子群(プラズマ)を記述

する方程式群のひとつとして、電磁流体力学的方程式(MHD方程式)

を導出し、その方程式が記述できるプラズマの条件について議論す

る。さらに、MHD方程式に従うプラズマの平衡特性、安定特性が背景

磁場の特性によりどのように変わるかについて議論する。また、MHD

平衡特性、安定特性を粒子的描像と流体的描像の2面から議論する

ことにより、平衡特性、安定特性が決定されるメカニズムについて直

観的な描像を把握する。

特に、対象とするプラズマは、核融合炉心プラズマ(1T程
度の磁場中の0.01~10keV, ~1x1020m-3程度の温度、密度)。

今年度は、電磁流体力学に焦点を当てた講義を行う。
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0. 核融合発電炉の開発研究と電磁流体力学
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現在、開発が進んでいる核融合発電炉の発熱部(炉心)は、

「熱核融合」方式で、燃料(重水素[D]と三重水素[T])をプラ

ズマ状態にして、核融合反応を持続的に起こすことを計画
している。

炉心プラズマの特性を研究する有力な手法の一つに、「電
磁流体力学」がある。

「電磁流体力学」は、このほかにも、以下の様な分野の研
究に使われている。

磁気圏、宇宙空間でのプラズマの振る舞い。
MHD推進、MHD発電。
磁場中の金属流体や溶融塩のMHD損失等。



常温の水素は、気体(分子/原子) =>

原子(原子核の周りを電子が回っている)
(原子の大きさは原子核の10万分倍) +

温度を上げていくと、原子核から電子が
剥ぎ取られる => "プラズマ"状態

プラズマとは?



何故、「プラズマ」を使って核融合発電炉を作るのか?
- 「D+ビーム+T+ビーム」で
核融合発電炉を作ろうとしない理由は?
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プラズマと核融合の関係



核融合炉には「熱化」プラズマの利用がベスト

T-1keV
T=5keV

熱化プラズマを使うと、平均エ
ネルギーの低いプラズマでの核
融合反応率が劇的に増加
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温度を上げるには、単にエ
ネルギーを加えればＯＫ。
一方向の加速等は不要
+
核融合に至らない衝突で、
温度は下がらない(反応率
は同じ)
=> 
エネルギー利用の効率化2016/4/21 6

熱化された粒子の速度分布

マクスウェル分布、温度ととして定義
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温度の定義は?

・ 熱平衡状態の粒子群の平均運動エネルギー。

2016/4/14

・ 熱平衡状態(衝突が十分大きく、十分時間がたった状態)粒

子群の速度分布は等方で、ガウス分布（マックスウェル分
布）となる。

温度の単位は?

J; ジュール
K; ケルビン(水の3重点[気相・液相・固相が共存する熱平衡
状態の温度]から定義。1K=1.38x10-29J)

eV; 電子ボルト(素電荷をもつ荷電粒子が、1 V の電位差を抵

抗なしに通過する時に受け取るエネルギー。
1eV~11,604K)
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流体力学とは?

・ 多数の粒子の振舞いを粒子の集団(粒子群;流体)として捉
える学問分野で、その力学的性質を調べる学問

流体として、考える時のキーワードは???

・ 粒子群(流体)の性質を個々の粒子毎に調べるのではなく
、「密度」，「温度」，「圧力」，「流速」，(「電荷密度」とか「電
流」)というある重みを持った平均量（統計量）で表し，その
振舞いを調べる．

Magnetohydrodynamics/電磁流体力学 の略称

流体力学の中で荷電粒子(プラズマ)を対象とし、電子とイオン
を一つの流体(電磁流体)として取り扱う手法

MHDとは???
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プラズマの密度、温度、圧力、流速の関係 (I)

熱平衡状態(衝突が十分大きく、十分時間がたった状態);

粒子群の速度分布は等方で、速度の絶対値に関してガウス分
布（マックスウェル分布）となる。
その分布の分散をT/m、平均をuと定義すると、
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プラズマの密度、温度、圧力、流速の関係 (II)

圧力は密度と温度の積で表される。

簡単のため、流速を0として、圧力を考えてみる。

vx

-vx

1個の粒子が壁に与える運動量は

面積Sxの壁に単位時間当たりに当たる粒子の
個数は密度をnとして

したがって、単位時間当たりに面積Sxの壁が受
ける運動量(力)は、

等方を仮定し、面積で割ったものが圧力pなので、

Sx

2016/4/14

p=2mn<v2>/3=nT

2mvx
2Sxn

vxSxn

2mvx
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個々の粒子が従う式は?

-変数は, それは何の関数??
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MHD方程式
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運動方程式

質量保存則

エネルギー保存則

一般化したオームの法則

マックスウェル方程式

抵抗ηをゼロと仮定したものが、理想MHD方程式。

電子･イオンの2つの流体方程式(粒子源･熱源無)を1流体化。

イオンと電子の流速はほぼ同じと仮定し、電子とイオンは一体として運動。

(電子の慣性/加減速応答はゼロと仮定。イオン･電子の流速差は電流として考慮)

流速はu~u//+ExB/B2, 磁力線方向の電場は無し。 ExB/B2は熱速度程度の大きな

流速を仮定し、熱速度程度の速い速度で磁力線を横切る急激な不安定性を扱う。

BEju  , , , ,, pρ

初期条件

変数が14個、式が14個(+1個;初期条件)

2016/4/14
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•臨界プラズマ条件 PHE = PNF [エネルギー増倍率 Q≡ PNF / PHE =1]

•自己点火条件 PHE = 0 [ Q = ∞ ]

核融合反応によって生成される荷電粒子（D-T炉の場合はアルファ粒

子）がプラズマの中にとどまり、そのエネルギーによってプラズマが加熱
され、核融合反応が維持される。

核融合炉成立の条件 [反応熱-損失熱>0]

炉心プラズマ

ブランケット

PNF_n
PNF =      +

PNF_α

PHE

E

p

NFHElossNFHE

p W
PPPPP

dt

dW

ταα −+≡−+= __

ηPNF_n-PHE

消費者へ

ηPNF_n

( ) pipiieep TVnVTnTnW 3~
2

3
+=プラズマ状燃料の内部エネルギー の時間変化

=> 0 (定常)

冷却
(熱損失)
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•自己点火条件 PHE = 0  [Q = ∞]

トカマク型実用炉では 30 < Q < 50 が想定
されている。

プラズマ・核融合学会誌 vol.87「特集/テキスト 核融合炉」より

ローソン図（Lawson diagram）
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高温・高密度
(最低1億度、100兆個/cc)

=> 3.8x104cal/cc
(鉄3.8kgを0°=>1000°にあげる熱量)2016/4/14
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どのようにしてプラズマを閉じ込めるか？

( )d
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(E=0の場合)

フレミングの左手の法則

力

電流
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原子核（正イオン）の動き
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トーラス磁場

端が無いように、繋げて環
状（トーラス）にしてやれば
よい！

磁場によるプラズマの閉じ込め

磁力線

原子核（正イオン）



高温高密度プラズマの安定的な維持(閉じ込め)
における「MHD」/「輸送」の役割とは?

磁場核融合炉心では，
磁場の容器中に高温高密度(高圧)

のプラズマを安定的に閉じ込めたい。

それを妨げる2種類の現象。

プラズマ自身が磁場、電場を作る。
=> プラズマが磁場の容器を変形・破

壊し、「あっという間」にプラズマが
容器から飛び出す。
=> 「MHD(電磁流体力学的)不安定」

磁場の容器には、「すきま」がある。
=> 「すきま」から「じわっ」とプラズマが
漏れ出る。
=> 「輸送」 比喩であることに注意

プラズマ 磁場の容器

172016/4/14
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現象が起こる時間スケールが違う!!

プラズマ閉じ込めにおける「MHD」、「輸送」の役割

# 「MHD平衡」の特性時間
アルヴェン時間
= 装置サイズ/アルヴェン速度
1m, 1T, 1x1020m-3で、1x10-6秒

# 「MHD安定性」の特性時間
アルヴェン時間x(10~1000)

# 「輸送」の特性時間
「閉じ込め時間」
= 装置サイズ2/熱伝導度
核融合炉で、1秒以上。
大型実験装置で、0.1~1秒。

アルベン(Alfven)速度

プラズマが磁力線の張力により振動
する時の発生する波の伝播速度

Alfven;

スゥエーデンのノーベル賞学者

ρ
µ0

2B
==

質量

磁気圧
アルフベン速度

(続き)
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講義の目次

0. イントロ

(MHD研究の意義;熱核融合発電炉の開発研究での位置づけ等)

1. MHD平衡特性、安定特性の粒子的描像と流体的描像

の概説

2. 速度分布関数とは

3. 流体方程式と電磁流体方程式(MHD方程式)とは

4. MHD方程式に基づくプラズマのMHD平衡特性、安定特

性の評価例

5. MHD研究のトピックス等
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MHD平衡、安定性研究とは?

非平衡、不安定

平衡、不安定

平衡、安定

MHD平衡研究;
プラズマをそっと磁場の容器に入れた時に、プラズマがそこにじっとしてるか
?、容器から逃げ出すか(容器が壊れないか)?、じっとしているための条件は

何か?

プラズマは荷電粒子の集まり
なので、荷電粒子が動くと電
流、磁場を発生する(特に、圧

力勾配があると電流が誘起さ
れる); 複雑化

2016/4/21

平衡(力の均衡)が成り立たないと、プラズマが全体的移動して、閉じ

込め容器を破壊。



粒子的描像

運動(速度)がどうなるかを調べる

エネルギーがどうなるかを調べる
2016/4/21 21

流体的描像

プラズマ(荷電粒子の集団)中の現象の物理機構を理解する手法

現象を代表する個々の粒子の特徴的な振る舞いに着
目して、物理描像を理解。
直観的に理解しやすいが、定量的評価は困難。

流体の指標(重み付の平均量)の従う式(法則)に基づき、
物理描像を理解。
抽象的な理解になり易いが、定量的評価には必須。
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環状閉じ込め磁場の特徴

粒子が逃げていく
プラズマ

円形コイル
（電磁石）

磁力線

ミラー磁場

トーラス磁場

∇B

R

R
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プラズマは多数の荷電粒子の集まり(個々の粒子の動きから流体としての振舞いの解釈も可能)

個々の荷電粒子の振舞いの基本； 粒子のドリフト (I)

荷電粒子は0次の運動としては磁力線に巻きついて運動するが、磁場強度

に分布があったり、電場があると磁力線から離れる運動(ドリフト)をする。こ

れを理解することがプラズマの振舞いの定性的な理解につながる。

ExB ドリフト

Eあり

加速

減速

2016/4/21
電子も同方向へドリフトする。

荷電粒子の速度が回転中に変化
するため、イオンはExB方向へドリ

フトする。

qB

mv
qvB

mv
L

L

==>= ρ
ρ

  
2

B 

v
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プラズマは多数の荷電粒子の集まり(個々の粒子の動きから流体としての振舞いの解釈も可能)

個々の荷電粒子の振舞いの基本； 粒子のドリフト (II)

荷電粒子は0次の運動としては磁力線に巻きついて運動するが、磁場強度

に分布があったり、電場があると磁力線から離れる運動(ドリフト)をする。こ

れを理解することがプラズマの振舞いの定性的な理解につながる。

Bx∇B ドリフト

ラーマ半径が回転中に変化する
ため、イオンはBx∇B 方向へドリ

フトする。

B小 大

2016/4/21

電子は反対方向へドリフトする。
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環状磁場のみでは、プラズマは閉じ込められない(そっと置いてもプラズマは逃げてしまう)

理由

(1) Bx∇B ドリフトにより電荷の分

離が起こる。

(2) 分離した電荷により電場が生じ

、生じた電場によりイオン、電子が
ドーナッツの外側に逃げてしまう。

Bpの生成法

トカマク/ プラズマ中に電流を流す。

ヘリオトロン(ヘリカル)/外部コイルを螺旋

状にねじる。

対処法

副方位角方向の磁場を付加し(Bp≠0)、ドーナッ

ツ上部と下部に分離した電荷を短絡する。
⇓

ExBドリフトによるプラズマの移動を抑える。

環状磁場のみ(Bt≠0, Bp=0)

(主方位角方向の磁場のみ)

Bx∇B ドリフト ExBドリフト

BB ∇×⊥
3

2

eBZ

vM

i

ii

BB ∇×− ⊥
3

2

eB

vm ee

環状磁場のみでプラズマは閉じ込められない - 粒子的描像

-

2016/4/28

電子の方が軽く移動し
やすいので、電子が動く

Bp
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ヘリカル方式
ポロイダルコイル

ヘリカルコイル プラズマ

トカマク方式

電流

ポロイダルコイル

トロイダルコイル プラズマ

どのようにして、磁場をねじるか

ーヘリカル方式とトカマク方式ー

外部コイルのみにより回転変
換を与え、磁気面を形成する。

連続運転に適している。

構造が複雑。

我が国独自のアイデアにより
開発（我が国のオリジナル）。

トーラス方向に電流を流すこ

とにより回転変換を与え、外

部コイルとの組み合わせによ
り磁気面を形成する。

連続運転のためには、プラズ
マ電流を維持する必要がある。

構造が簡単。

核融合研の
LHD

国際熱核融合炉
(ITER/仏)

2016/4/28
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φ方向
θ方向

Bθ

(b) (c) (d)

Bφ0

ヘリカルコイルで「磁場の捩じれ」が生じる理由

Bθ~cos(Lθ-Mφ), Bφ~[1-δcos(Lθ-Mφ)]

L,Mはそれぞれポロイダル局数，トロイダル周期数, 

図の例では，L=2.

(a)

Bθが正の間はBφが1より小さく，Bθが負の間はBφが1

より大きい．つまり，Bθが正の間は磁力線は方向に
あまり進まず，Bθが負の間に磁力線は早く前に進む．

こちらのほうが短い，

その前の半周期でθ方
向に進んだ分，戻って
こない

＝＞

磁力線はθ方向に進む

(b)

(c)

(d)
(a)

Bφ 磁力線(磁気面)の径方

向の動きは，磁束保存
(等磁束面が磁気面)か

ら説明.

主な磁場はBφなのでBφ

が小さい時は小半径が

大きくなり，大きい時は
その逆．

θ方向

φ方向

2016/4/28

(b)

(c)

(d)

(a)



1
磁力線

どのようにして高温のプラズマを閉じ込めるのか?

磁気面
磁力線(螺旋形状の縦糸)で

作ったドーナツ状のかご 磁気面 282016/5/12

P 

B 
P 

2πR 

2πa 
2πaι

Bθ
Bφ
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ドリフトに関連する大きさ

Bx∇B ドリフト

磁場5T, 温度10keVとすると、
水素イオンのラーマ半径は2.9mm、電子のラーマ半径は0.07m。

22

1

B
v

LBB

BB
u

∇×
=

⊥∇×
ρ

磁場5T, 温度10keV, 大半径3mの環状
プラズマでは、

th

L

L

th

BB
v

LL

v
u

ρ
ρ ~

1

2
~

∇×

ExB ドリフト

2B
BE

BE
u

×
=

×

E~T/qLとする(Tは温度、qは電荷、Lは
装置サイズ)と、磁場5T,温度10keV, 

小半径1mの環状プラズマでは、

th

L

th

th

BE
v

L
v

LmqB

v

qBL

T
u

ρ
~

12
~~

×

2016/4/28 R
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「磁気面」と局所熱平衡

磁力線

・ 熱平衡状態(衝突が十分大

きく、十分時間がたった状
態)粒子群の速度分布は等

方で、ガウス分布（マックス
ウェル分布）となる。

　磁気面の「ラベル」

　温度

　圧力

　質量密度

;

);,(

);,(

);,(

ψ

ψ

ψ

ψρρ

tTT

tpp

t

=

=

=

プラズマ 磁場の容器
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プラズマ圧力がある時の閉込め磁場の変化 -流体的描像-

B

電子
イオン

磁場中で密度、温度(圧力)勾配があると電流が流れる

密度大
(プラズマ中

心)

r

p

B
j

∂
∂

∝
1

n-δn

n+δn

δr

δr

温度の勾配がある時は、(1)式で、δviが存在する
ので、同様に電流が流れる(Ti=Mivi

2/2に注意)。
電子に関しても、(1)式を考え、p=(neTe+niTi)とす
ると、流れる電流値の総和は

ji=qievix2δn

δn=(dn/dr)δr

Mivi
2/δr=qieviB

ji=(1/B)(2Mivi
2)(dn/dr)

(遠心力と

電磁力の釣合)

(i；イオン)

密度大

(圧力大)

B

p; 圧力

ni; 密度
Ti; 温度
B; 磁場強度

流れる向きは、元の磁場を小さ
くする方向 => 反磁性電流

磁場、圧力勾配の両方に垂直で、dp/drに比例、Bに反比例 => jxB=grad P

電流が流れることにより、磁場が変化すること。圧力勾配は電流、磁場双方に垂直であるため、
磁場の向きが変わると圧力分布も変わることに注意(トーラス形状では磁場の向きも変化; 後述)。

=> 反磁性電流が有限圧力時の磁場構造(MHD平衡)を真空磁場から変える源2016/4/21
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磁場強度に不均一性がある時の反磁性電流

B

p
jR

∇
=

00BR

p
RjR

∇
=

ここで、磁場に
B=R0B0/R

の不均一性が
あったとする。

単純トーラス
(z軸に電流

がある時の
磁場配位)で
達成される

トーラス外側に行く
ほど電流密度大

jxB=grad P

2016/4/28

-流体的描像-
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Bj

jjj

BjB

一方、電子と単一イオンからなる
プラズマの「連続の式」
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このような電流の発散を考えると
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連続の式

左図のような微小体積要素δV (=δxδyδz)を考える。

まず、簡単のため体積要素δV内の密度nの粒子がx方向
の速度のみ(vx)を持っているとする。
この時、ある時間∆tの間に、δSyzから失われる粒子数は、

これが、体積要素内の粒子数の総量の変化∆Nに等しいこ
とから、 δSyz

2016/4/28

δx

δz

δy
vx

n

δV

ここで、x方向以外にも速度を持つと考え、その速度をvで表し、δSを体
積要素の面要素ベクトルとして、最右辺を

と近似的に置き換える。
また、 から、

( ) tSnVnN
yzx
∆=∆−=∆− δδ v

tSn
yzx
∆δv

( )
tntSnvtSn

Szyxkji
jkiyzx

∆⋅==>∆==>∆ ∫∑
=

 d v
V,,,, δ

δδ Sv

Vn
tt

N
VnVn d    ,d ∫∫ ∂

∂
−==>

∆
∆

−==>δ

( ) 0dddd
)(

=⋅∇+
∂
∂

==>⋅=
∂
∂

− ∫∫∫∫
VVS

VnVn
t

nVn
t δδ

vSv

( ) 0=⋅∇+
∂
∂

vn
t

n
Vで成り立つので、上式はすべてのδ
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磁場強度に不均一性がある時の反磁性電流

B

p
jR

∇
=

00BR

p
RjR

∇
=

ここで、磁場に

B=R0B0/R

の不均一性が
あったとする。

単純トーラス
(z軸に電流

がある時の
磁場配位)で

達成される

トーラス外側に行く
ほど電流密度大

jxB=grad P

2016/4/28

-流体的描像-
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jjj

BjB

このような電流の発散を考えると

トーラスの上下で電荷が発生 (∂σ/ ∂ t=/0)

電荷の保存を満たすためには電荷の変化

(磁力線の連結による電荷の短絡)が必要
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∂
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Bpの付加によるExBドリフトの抑制(分離電荷の抑制)

⇓

Pfirsh-Schuter電流(P-S/平衡電流)の生成
⇓

磁気面をトーラス外側へシフトさせる効果

磁力線のねじれ具合(回転変換)が大きい(ι; 大)ほど、短絡すべき電荷量小

(P-S電流小)、磁気面シフト量小

プラズマの量が多いほど(dp/dρ; 大)、短絡電流大(P-S電流大)

プラズマ
トーラス外側シフト
(シャフラノフシフト)

プラズマによる閉込め磁場の変化

磁力線の
ねじれ小 大

上から磁気面を見た図

磁力線

短絡すべ
き電荷の
存在範囲
(電荷密度
一定)

Bp 強 Bp 弱

磁気圧P-S電流による

垂直磁場(B� )

2016/5/12

-粒子的描像-



36

PS電流の定量化 (                より)

磁力線方向のj//が反磁性電流の発散と釣り合う必要があるが，ι(回転変

換/磁力線のねじれ具合が大きいほど短絡する電荷は少なくてよいので、

上式のようにj//は小さくてよい．
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-流体的描像-
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プラズマによる閉込め磁場の変化

2016/4/28

-粒子的描像-

Bp 強 Bp 弱

磁気圧



38

0

0.2

0.4

0.6

0

2

4

6

Mag.surf. in Vac．

OFMS 

in Vac．

Te(keV)

ne(1019m-3)

B0=0.5T, 

<βdia>~2.9%

0

0.5

1

1.5

2

0

0.5

1

1.5

2

B0=1.5T, 

<βdia>~0.2%

プラズマ圧力により電流が駆動

=> 元の磁場を変更

=> 閉込め容器を変形

プラズマ圧力勾配や電流による閉込め容器(磁場構造)の変形

LHDでの例

低圧

高圧

真空の

磁気面

磁気面

2016/4/28
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プラズマリングの平衡

トロイダル方向に電流が流れている細いプラズマリ
ングを考える。

電流の流れているプラズマリングには、大半径外側
に広がろうとする電磁力(フープ力)が働く。

プラズマリングをその位置に留める(平衡をとる)た

めには、フープ力と釣り合うような電磁力(jxB)が作

用する鉛直方向の磁場Bvを重畳する必要がある。

2

2

1
pM

LIU =Q

プラズマ電流Ip, 自己インダクタンスLのリングのフープ力Fhoopは、電流の流れて

いるプラズマリングの磁気エネルギーUMの大半径方向の変化量に等しいので、

R

R

LI

R

U pM

hoop ∂
∂

=
∂

∂
=

2

2

F

大半径R, 小半径aの円環電流

の自己インダクタンスLは、
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したがって、平衡のため
に必要な垂直磁場は、
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プラズマリングの平衡 II

より詳しく考察すると、フープ力以外にも、プラズマリングには、大半径外側に広
がろうとする力が働く。

1) プラズマ圧力による広がる力 Fp

ϕ
µ

πϕ
µ

π
∆−

∆
−=∆

0

22

0

22

1

2
~

2
sin

2
2 ii

B

BaBa
F

2) トロイダル方向の磁場Bφの張力により広がる力 FB

プラズマリングのプラズマ内部エネルギーUpの大半径方

向の変化量に等しいので、

pa
R

V
p

R

U pp

p

222π=
∂

∂
=

∂

∂
=F

( )22 aRpVpU
pp

ππ ⋅==Q

プラズマ内部の磁気圧を とすると、右図の斜線部の
小片には両端の面に内部磁場による張力 ∆FB1が働いてい

る。

0

2

2µ
i

B

一方、右図の斜線部の小片にかかる外部磁場による張力 ∆FB2は、プラズマ内

部の磁場と外部の磁場が同じであれば、斜線部の小片の両端の面による張力
と釣り合うので、向きは反対で大きさは同じ

ϕ
µ

π
∆∆

0

22
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2
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F

FB2は、 ∆FB1と∆FB2の

和をトーラス全周に積
算したものなので、
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Advanced
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プラズマリングの平衡 III

したがって、プラズマリングにかかる大半径外側に広がる力の合計は、
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プラズマ境界での力のつり合いより

と定義し、 を使うと、









−++−+=>

2

1

22
1

2

8
ln

2

2

0 ppip l

a

RI ββµ

より、平衡に必要な垂直磁場は

Advanced
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=>

平衡限界

2016/5/19 縦長だと断面積を大きく取れ、有利。

Ipが同じままBvが大きくなると、セパラトリックスがプラズマ領域

に侵入し、プラズマが小さくなる
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0 プラズマ圧力が増加すると、
平衡に必要ながBv増加。

閉じ込め可能な圧力に上限
=> 平衡限界
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共立出版 詳細電磁気学演習 第8章
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共立出版 詳細電磁気学演習 第8章
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0. イントロ

(MHD研究の意義;熱核融合発電炉の開発研究での位置づけ等)

1. MHD平衡特性、安定特性の粒子的描像と流体的描像

の概説

2. 速度分布関数とは

3. 流体方程式と電磁流体方程式(MHD方程式)とは

4. MHD方程式に基づくプラズマのMHD平衡特性、安定特

性の評価例

5. MHD研究のトピックス等
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MHD平衡、安定性研究とは?

非平衡、不安定

平衡、不安定

平衡、安定

プラズマは荷電粒子の集まり

なので、荷電粒子が動くと電
流、磁場を発生する(特に、圧

力勾配があると電流が誘起さ
れる); 複雑化

2016/5/12

典型的な不安定状態では、プラズマの平均的な位置は変わらず、揺
動が大きくなり、最終的にはプラズマを破壊する。

MHD安定性研究;
磁場中でじっとしているプラズマをちょっとだけ動かしてみた時、プラズマは
その場に留まっているか? 逃げ出してしまわないか? 逃げ出すとしても全て
逃げ出すのか? 留まっているための条件は何か?
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MHD不安定性の原因

磁場中のプラズマが不安定になる原因は、以下の2つ.

(1) 圧力勾配 (圧力駆動型)

(2) 電流 (電流駆動型)

(1)はヘリオトロン(ヘリカル)

方式でよく問題になり，

(2)はトカマク方式でよく問題

となる.

プラズマを揺らすとその振
幅が大きくなるか? 元の位

置のとどまれるか?

平衡、不安定

平衡、安定

MHD安定か否か?

2016/5/12



磁場強度増加

B

∇B 

密度大

密度小

圧力駆動型MHD不安定性

不安定性の描像
(1) 密度の揺動が発生する。

磁場中のプラズマに圧力勾配があると、不安定性が起こる。

不安定性の起こる条件；

磁場強度が強まる方向にプラズマ圧力(密度x温度)が大きくなる

円形コイル
（電磁石）

磁力線 磁場強

E E
2B

E
E

B
v

×
=

磁場

B

∇B 

2eB

B
De

∇×
−=

B
v2ZeB

B
Di

∇×
=

B
v

磁場が弱いほどvD大/vE大、
密度(圧力)勾配が大きいほど電場大=> 搖動の成長大

高温高密度=>不安定
48

-粒子的描像-

(2) 密度方向と∇B方向が一致している
(悪い曲率)とBx∇Bドリフトと密度勾
配により電荷の分離が起こる。

(3) ExBドリフトが揺動を成長させる。

2016/5/19
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圧力駆動型MHD不安定性

B

-流体的描像-

I

II

∆S

l
磁力管が入れ替わる時の磁気エネルギーの
変化 ∆UMは、
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次に、内部エネルギーの変化 ∆U
ｐ
を考える。磁力管I, IIの体積をそれ

ぞれ∆VI、∆VII、磁力管が入れ替わった後の圧力をp'
I、 p'

IIとすると

今、2本の磁力管の磁束が等しい場合を考えると、
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V
pp ''   ,

断面が∆SIと∆SI Iの2つの磁力管I, IIが入れ替わる時の安定性を、エネル

ギーの変化を調べることにより評価する。磁力管内のエネルギーは、磁気エ
ネルギー、プラズマの内部エネルギーの和で表される。

2016/5/19

自由度が3のプラ

ズマはγ=5/3
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圧力駆動型MHD不安定性II

B

-流体的描像-

I

II

∆S

l

今、 pII = pI+δp (pI >> | δp |), ∆VII = ∆VI +δ(∆V) 

(∆VI >> | δ(∆V) |)と書くと
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領域II(外側)の
磁場がI(内側)の
磁場より小さい。
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不安定の条件は、 ∆UM + ∆Up < 0. => δ(∆V )δp < 0.
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中心に近い圧力が高いとすると、 δp < 0. 

したがって、不安定の条件は、 δ(∆V ) > 0.

0 
dd

>





 −∆Φ=> ∫∫

III B

l

B

l ∵磁束の等しい磁束
管を考えているから
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交換型不安定性の特徴
電荷分離によるExBドリフトが揺動を成長させる。

揺動のモード数と共鳴する有理面

回転変換(磁場のねじれのピッチ)がn/m

周辺

平板形状
へ展開

B 増加

B

∇B 

中心

2ZeB

B
Di

∇×
=

B
v

2eB

B
De

∇×
−=

B
v

環状磁場プラズマでの交換型MHD不安定特性

2016/5/19

=>揺動がトロイダル方向に
n周ポロイダル方向にm

周進むと山谷が一致

=>磁力線がトロイダル方向にn周ポロイダル方
向にm周回ると閉じる。

揺動のトロイダルモード(周期)数がn, ポロイダ
ルモード数がm

# 磁場構造が環状になると電荷分離はどうなるか?

# 搖動の構造と特定の関係の磁場構造を持つ磁

気面のみで、電荷分離をキャンセルできずに、
揺動が成長する。
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圧力駆動型不安定性に対する「磁力線のねじれの差」の効果

小
半
径
外
側
方
向

=>

磁力線の向きの変更(磁力線を曲げる)に
は、エネルギーが必要

�

磁気シアには交換型不安定性
を安定化する効果がある。

有理面 ι=n/m.

ιは回転変換。n, mは整数。

磁力線のねじれに差(磁
気シア)のある磁気面

2016/5/19

磁力線のねじれに差が磁気面ごとに異な
る場合、何が起こるか?

不安定性(摂動)が共鳴有理面を超えて成

長するためには、近接した磁気面上の磁
力線の向きを不安定な磁気面と同じにす
る必要あり。

さもないと、近接した磁気面で発生した分離

電荷は、電子が磁力線方向に動くことにより

キャンセルされ、不安定性は成長出来ない。
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MHD不安定性の原因

磁場中のプラズマが不安定になる原因は、以下の2つ.

(1) 圧力勾配 (圧力駆動型)

(2) 電流 (電流駆動型)

(1)はヘリオトロン(ヘリカル)

方式でよく問題になり，

(2)はトカマク方式でよく問題

となる.

プラズマを揺らすとその振
幅が大きくなるか? 元の位

置のとどまれるか?

平衡、不安定

平衡、安定

MHD安定か否か?

2016/5/12



電流駆動型MHD不安定性 I

ここでは，磁
場は長手方
向の電流で
生成されて
いる場合を
考える。

プラズマの等圧面が何か
の理由で縮まると電流に
よるそこでの磁場が強くな
り，縮まった等圧面はさら
に縮まってしまう．

(ソーセージ不安定性)

加速度的に状態が元の状
態から変化 => 不安定

a

Bθ;大

Bθ; 
小

542016/5/19

δa

電流に沿った磁場は、安定化に寄与

変形前(a)の磁場をBθ, Bz、変形後(a+δa)
の磁場をBθ+δBθ, Bz+δBzとすると、

( ) ( )2222
zzz BBaaBa δδππ ++=

磁束保存にょり

( )( )θθθ δδππµ BBaaaBI p ++== 220

電流保存にょり

変形後のプラズマ内外の磁気圧差は、
外向きを正とすると、

( ) ( ) ( )
00

2

0

2

2

2
~

22 µ
δδ

µ
δ

µ
δ θθθθ BBBBBBBB zzzz −+

−
+

a

aBBz δ
µ

θ

0

22
2

~
−

−
*)プラズマ内外の磁気圧差は、
変形前には釣り合っていた

# δaが内向き(負)の場合、Bz
2>Bθ

2/2の時、磁
気圧差は正(外向きの力) => 安定

# Bz=0なら、常に磁気圧差は負(外向きの力)
=> 不安定

a

a
BB zz

δ
δ 2~ −

a

a
BB

δ
δ θθ −~

# 電流に沿った磁場(Bz)の効果は??

Advanced



電流駆動型MHD不安定性 II

プラズマの等圧面が何かの理
由で捩じれるとねじれの曲率が
小さいほうの電流によるそこで
の磁場が強くなり，等圧面のね
じれはさらに大きくなってしまう

(キンク不安定性)．

Bθ; 大
Bθ; 
小

Bz; 張力

552016/5/19

ここでは，長
手方向の電
流で生成さ
れている磁
場と、プラズ
マ中の電流
方向の磁場
がある場合
を考える。

加速度的に状態が元の状
態から変化 => 不安定

上図磁力線に直交する半径λのA面、B面に挟
まれた長さL、半径aの曲率Rでまがったプラズ
マ柱を考える。

2. 電流に沿った磁場Bzの張力により、プラズ
マ柱に働く力は曲率中心方向で、

R

LBaBaBa zzz
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22
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22

2
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2
sin

2
2

µ
π

ϕ
µ

πϕ
µ

π
∆

∆
×

1. 電流による磁場Bθが、平面A及びBに及ぼ
す磁気圧による力は曲率中心と反対向きで、
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×
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 *)プラズマ柱と交差
する部分の磁気圧
は上下で釣り合って
いるからは、積分範
囲はa~λ.

電流に沿った磁場は安定化に寄与

Advanced
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位置不安定性

垂直(鉛直方向)磁場中で、トロイダル方向に電流が流れている細いプラズマ

リングの安定性を考える。
*) 電流の流れた環状のプラズマ

がフープ力により広がらない

(MHD平衡が成り立つ)ために

は、垂直(鉛直方向)磁場が必要。

細いプラズマリングが、平衡状態から少し動くと元の
位置に戻るか、否かで、安定・不安定を判定する。

垂直磁場Bzの大きさが、次式で与えられると仮定する。
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リングの平衡の位置はr=R0, z=0とする。磁場のr成分は、
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したがって、リングに働くz方向の力は、 ( )
Rpz

BRIzRF π2, =

平衡の位置からz方向に微小距離∆zだけ変位した時にリングが受ける力は、

( ) ( ) ( )
0

000000
2,20,,

R

z
nBIRzRBIRRFzRF

zprpzz

∆
−=∆=−∆ ππ

この力が、復元力であるためには、 0      0
1

2
0

00 >=><− n
R

nBIR zpπ
2016/5/19

大半径外側
ほど、磁場小

R

R
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0. イントロ

(MHD研究の意義;熱核融合発電炉の開発研究での位置づけ等)

1. MHD平衡特性、安定特性の粒子的描像と流体的描像

の概説

2. 速度分布関数とは

3. 流体方程式と電磁流体方程式(MHD方程式)とは

4. MHD方程式に基づくプラズマのMHD平衡特性、安定特

性の評価例

5. MHD研究のトピックス等



粒子的描像

運動(速度)がどうなるかを調べる

エネルギーがどうなるかを調べる
2016/4/21 58

流体的描像

プラズマ(荷電粒子の集団)中の現象の物理機構を理解する手法

現象を代表する個々の粒子の特徴的な振る舞いに着
目して、物理描像を理解。
直観的に理解しやすいが、定量的評価は困難。

流体の指標(重み付の平均量)の従う式(法則)に基づき、

物理描像を理解。
抽象的な理解になり易いが、定量的評価には必須。
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v

vvR dsss Cm

粒子数の保存則
(連続の式)

運動量の保存則

エネルギーの保存則

粒子源 摩擦力

衝突によるエネルギー変化

EE => BB =>

電磁流体力学の基礎となる流体方程式

個々の粒子の従う式(個々の粒子の視点)

=>粒子群が個々の初期条件によらずに従う式

=> 個々の粒子の従う式(位相空間の座標の視点)

=>粒子群の「統計量(平均量)」が従う式

速度分布関数
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あるj番目のプラズマ粒子の特性は、その粒子が存在する位置xと粒子の
持つ速度vで規定することができる。したがって、粒子の運動は、位置x, 速
度vの6次元空間(位相空間)の軌跡として、記述することができる。粒子の
軌跡を(x, v)=(Xj(t), Vj(t))とすると、Xj, Vjの時間発展は、次式で表される。

運動方程式

ここで、電場E, 磁場Bは時刻tでの粒子位置x=Xj(t)における値であり、以下
のマックスウェル方程式を用いて求められる。
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δσ
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マックスウェル方程式の右辺に現れる電流密度j, 電荷密度σは、粒子の位
置、速度と以下の式で関係づけられている。

デルタ関数
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j Xx

Xx
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for     0

for     1
δ

速度分布関数(その１)



612016/5/26

次に、プラズマ粒子群(j=1,2,,,,Ns0)を集団的に扱うために、粒子種sの「存在

確率」Ns/Ns0を位相空間(x, v)で定義する。
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Nsを使うと粒子と場の量の関係式は、次式のように書ける。
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次に、上記で導入した存在確率が時間的にどのように発展するかを考える。
Ns(x, v, t)の時間微分をとると、
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( ) ( )zyx vvvzyx ∂∂∂∂∂∂=∇∂∂∂∂∂∂=∇ ,,,,, vx

j番目の粒子の位置、速度の時間微分を運動方程式を用いて消去すると、
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速度分布関数(その2)

座標(x, v)=(Xj(t), Vj(t))

に粒子が存在する確率
は、1/Ns0である。

微分の定義から
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プラズマ粒子個々の情報の時間発展を、位相空間(x, v)におけるデルタ

関数(スパイク的局所的なピークを持つ関数)の集合である「確率密度」
Ns/Ns0を使って表す式

=>  Klimontovich方程式
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であることを使うと、

速度分布関数(その3)

であることを使うと、

さらに、
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速度分布関数(その4)

( ) ( ) ( )tN
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s
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=
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∂

t

tN s ,,vx
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jjs tttN VvXxvx δδ

ある時刻にj番目の粒子
は、位相空間で、(Xj(t), 

Vj(t))の座標に居る。

ある時刻に位相空間の
(x,v)の座標に居る粒子
の存在確率は、Ns/Ns0。
(Xj(t), Vj(t))の座標に居
る1/Ns0。

個々の粒子の視点

位相空間の座標の視点

Lagrange表記

Eular表記

2016/6/2 63
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Klimontovich方程式をマックスウェル方程式と矛盾なく解くことは、Ns0個の

粒子のすべての軌道の時間発展を運動方程式とマックスウェル方程式に
従い、矛盾なく解くことと等価。

=> 初期値(Xj(t=0), Vj(t=0), j=1,2,,,, Ns0)が異なれば、確率密度Ns/Ns0もす
べて異なる。

しかしながら、我々が興味があるのは、初期値によって変わる個々の粒子
の位置や速度の時間発展ではなく、位相空間の座標(x, v)を中心とした微
小要素dx3dv3中に存在する粒子数のような集団的な統計量である。

そこで、6Ns0個の初期値に対して、統計平均を行う。つまり、初期密度や初
期温度のような統計量が同じになる条件のもとで、ランダムに選んだ 6Ns0

個の初期値を持つ粒子群の軌跡の時間発展の評価を複数回試行し、得ら
れた結果を試行回数で平均する操作を平均値が収束するまで行う。

すると、デルタ関数(局所的なピークを持つ関数)の集合である「確率密度」
Ns/Ns0の統計平均量< Ns/Ns0 >は、位相空間(x, v)で局所的なピークを持た
ないスムーズな関数となる。

速度分布関数(その5)



局所的なピークを持つ関数である「存在確率」Ns/Ns0を空間的に平均化され
たなめらかな部分fsと残りの部分をδnsに分けて、以下のように表示する。

( ) ( ) ( )tntfNtN ssss ,,,,,, 0 vxvxvx δ+= ( ) ( ) 0,,,, sss NtNtf vxvx ≡但し、

ここで、< >は統計平均量を示す。fs∆x∆vは、物理的には位相空間(x, v)と
いう座標を中心とした微小位相空間要素∆x∆v内に存在する粒子数に対応
し、 fsを速度分布関数と呼ぶ。

粒子の存在確率の統計平均量と局所的振る舞いに起因するマクスウェル
分布の物理量は、

( ) ( ) ( )∑ ∫∫∑ ∫ 







+==

s
ssss

s
ss tnNtfqtNq

vvv

vvvxvvvxvvvxj d,,d,,d,, 0 δ

( ) ( ) ( )∑ ∫∫∑ ∫ 







+==

s
ssss

s
ss tnNtfqtNq

vvv

vvxvvxvvx d,,d,,d,, 0 δσ
σ δσ

j jδ

したがって、他のマクスウェル方程式の物理量も、<j>, <σ>に起因する量
<B>, <E>と、δj, δσに起因する量dB, dEに分けることができる。ここで、<B>, 

<E>、δB, δEは以下の式を満たす。

t∂

∂
+=×∇=⋅∇

E
jBE 000

0

, εµµ
ε
σ

t∂
∂

+=×∇=⋅∇
E

jBE
δ

εµδµδ
ε
δσ

δ 000

0

,
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速度分布関数(その6)



Csは、近接した荷電粒子間の大角度クーロン衝突や、考えている時間ス

ケールより短い時間に起きる多重小角度クーロン衝突のような、荷電粒子
が作る電磁場を荷電粒子集団が作る平均的な電磁場で表すことができな
い効果が、速度分布関数(スムーズな関数)に及ぼす影響を示しており、
「衝突」項と呼ばれる。

fsとδnsに<B>, <E>、δB, δEを使って、Klimontvichの式を書き直し、統計平
均をとると、以下のプラズマ運動論方程式(または、Boltzman方程式)が得
られる。 ( ) ( ) ( ) ( ) ss

s

s
s

s Ctf
m

q
tf

t

tf
=∇⋅×++∇⋅+

∂
∂

,,,,
,,

vxBvEvxv
vx

vx

( ) ( )tn
m

q
C s

s

s
s ,, vxBvE vδδδ ∇⋅×+−≡但し、

プラズマ運動論方程式において、上記のような「衝突」は、位相空間上での
粒子の生成・消滅に対応する。

例えば、同じ質量の粒子が剛体的に正面衝突すると、瞬間的に粒子の向き
は、反転するため、速度空間では、ある座標にいる粒子が突然消えて別の
座標に現れるように見える。(位置空間では、粒子の生成・消滅は起こらず、
粒子の位置座標は連続的に変化するという、違いがあることに注意。)
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速度分布関数(その7)



「衝突」項Csの具体的表式には、多様な統計的近似が提案され、対象とす

る物理課題に応じて、近似表式が異なるので、ここでは、これ以上詳しく
述べない。

なお、「衝突」項Csがゼロでも、荷電粒子間の衝突は、クーロン力を通じた

遠距離力なので、近接していない粒子同士の「衝突」の効果は、プラズマ
運動論方程式に含まれていることに注意。(Cs =0の方程式を特に、Vlasov

方程式と呼ぶ。)
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速度分布関数(その8)
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0. イントロ

(MHD研究の意義;熱核融合発電炉の開発研究での位置づけ等)

1. MHD平衡特性、安定特性の粒子的描像と流体的描像

の概説

2. 速度分布関数とは

3. 流体方程式と電磁流体方程式(MHD方程式)とは

4. MHD方程式に基づくプラズマのMHD平衡特性、安定特

性の評価例

5. MHD研究のトピックス等
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プラズマ物理における多くの問題を厳密にとらえるためには、プラズマ運
動論方程式(または、Boltzman方程式)を考える必要があるが、プラズマの

流体的性質に特に興味がある場合は、プラズマの密度や流速、圧力など
の「平均」量の従う法則(式)を導出し、その性質を調べることが有効である。

速度分布関数は、(x, v, t)の関数であるので、平均量として速度空間にお
ける速度のn乗(速度のn次のモーメント)の平均を考える。

( ) ( ) 密度次のモーメント ;,  d,,  ;0 s
0 tntfs xvvvx

v

=>∫

( ) ( ) 流速次のモーメント ;,  d,,
1

  ;1 s
1 ttf

n
s

s

xVvvvx
v

=>∫

( ) 平均運動エネルギー次のモーメント ;  d
2

,,
1

  ;2 2 =>∫
v

vvvx s
s

s

m
tf

n

( ) 平均熱流速次のモーメント ;  d
2

,, 
1

 ;3 2 =>∫
v

vvvvx s
s

s

m
tf

n

( ) ???;  d
2

,,
1

  ;4 4 =>∫
v

vvvx s
s

s

m
tf

n
次のモーメント

流体方程式(その1)
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プラズマ運動論方程式は、∇x, ∇vを以下のように書き直せる。

( ) ( ) ( )
s

sss C
tftf

t

tf
=

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

∑∑
==

3

1

3

1

,,,,,,

α α
α

α α
α

v

vx
F

x

vx
v

vx

この両辺に、速度の関数Q(v)をかけて、速度空間で積分すると、左辺第1

項から第3項まで以下のように変形できる。

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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s Qn
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tfQ
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Q

∂
∂

=
∂
∂
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∂
∫∫
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α
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vvv ∂
∂

=
∂

∂
=

∂
∂

=
∂

∂
∫∫∫ d,,d,,d
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∂
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∂ +∞=
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v
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v
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,,
α

α
αγβ

α
α

α

α
QtftfQ

tf
Q ss

s

( )BvEF ×+≡
s

s

m

q
ただし、

( )より、BvEF ×+≡
s

s

m

q

( )( ) ( )( )v
v

FFv
v

QQ
α

αα
α ∂

∂
=

∂
∂

∴( ) ( ) 0=−
∂

∂
∝

∂
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βγγβ
α

α
α

BvBv
v

F
v
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Fvxv

v
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流体方程式(その1)
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以上をまとめると、

( ) ( ) ∫=∇⋅−⋅∇+
∂
∂

v
vx vFv dsssssss QCQnQnQn

t

1. Q(v)=v0の場合は、

( )BvEF ×+≡
s

s

m

q
ただし、

1d
1

=== ∫
s

s
s

s
s n

n
f

n
Q

v

v s

s

ss
s

s
s n

n
f

n
Q V

V
vvv

v

=≡= ∫ d
1

0d0 =⋅=∇⋅ ∫
v

v vFF ss
fQ

上式は、粒子の保存則(連続の式)で、粒子の生成・消滅がなければ、右辺

は0となる。

まとめると、

( ) ( ) ( )( ) sss
s Sttn

t

tn
=⋅∇+

∂
∂

,,
,

xVx
x

x

sss SCQC ≡= ∫∫
vv

vv dd

流体方程式(その2)

イオン化等で≠0
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2. Q(v)=msv
1の場合は、

∫∫

∫∫∫∫

+=

+++=

vv

vvvv

vvvvVV

vvvvvVvvVvVVvv

dd

dddd

δδ

δδδδ

ssss

ssssssssss

ff

ffffn

ss

s

sss
s

s

s

sss
m

n

nm
f

n

m
mQ V

V
vvv

v

=≡== ∫ d

と書く。ここで、 vVv δ+≡ s s
s

s
n

vV
1

=ただし、

∫==
v

vvvvvv ds

s

s

sss
f

n

m
mQ

( ) ∫∫ =+
vv

vVvvV dd ssss ff δ定義より、Q 0d =∴ ∫
v

vvδsf等方の場合、

∫v
vvv dδδss fm は、平均速度からのずれのランダムな方向の運動エネルギー

の総和であり、圧力テンソル として表される。P
t

vvv dδδss fm は、成分で書き下してみると と書くことができ、こ

れは、速度がv~v+dvの範囲にある粒子の持つβ方向の熱運動の運動量
が、単位時間当たりα方向に変換される割合である。 α ≠ βの時

は、 α面に垂直な軸に作用するところのβ軸に沿う粒子運動により生じたズ
リ応力で、 α = βの時は、圧力であることに注意。

( ) αβ δδ vvv dss fm

vv dss fm βδ

流体方程式(その3)
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圧力が等方な場合は、 と書ける。IIP pmnvth == 2
t
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β Fv
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更に、
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流体方程式(その4)
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3. Q(v)=msv
2/2の場合は、
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流体方程式(その5)
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衝突項が無視できる場合、 0=⋅∇+ ss
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に注目すると
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ss constnp ss ==> − 35 自由度3の粒子に対す
る断熱圧縮の式2016/5/26 75

流体方程式(その6)

配布#18の式

配布#13の式のmsVs
2/2・
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流体方程式(その6’)

配布#15の式のVs・
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以上をまとめると(等方の場合)、
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粒子数の保存則
(連続の式)

運動量の保存則

エネルギーの保存則

粒子源 摩擦力

衝突によるエネルギー変化

EE => BB =>

電磁流体力学の基礎となる流体方程式

流体方程式(その7)
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粒子数の保存則
(連続の式)

運動量の保存則

エネルギーの保存則

非等方な粒子集団に対する流体方程式

Advanced
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p−≡Π
( ) ( )

s
sssssss

s

s

s

m

m

vvvvVvVVvVvVVV

vv

δδδδδδδ 2222

2

22
2

2
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非等方では、≠0

非等方では、p+α

分布関数の形を決める追加情報がないと、方程式が閉じない。

輸送解析には、上記の式を基礎式とする。

より高次のモーメントの式を作っても、変数が減らない。

流体方程式(その8)

磁気面を横切る輸送は、分布関数が「非等方」、「磁気面上で一定でない」ことから

助長される。



熱・電磁流体物理特論@ES025, Thus.10:30~

0. イントロ

(MHD研究の意義;熱核融合発電炉の開発研究での位置づけ等)

1. MHD平衡特性、安定特性の粒子的描像と流体的描像

の概説

2. 速度分布関数とは

3. 流体方程式と電磁流体方程式(MHD方程式)とは

4. MHD方程式に基づくプラズマのMHD平衡特性、安定特

性の評価例

5. MHD研究のトピックス等
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∂
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粒子数の保存則
(連続の式)

運動量の保存則

エネルギーの保存則

速度分布が等方の場合の粒子種sに対する流体方程式

一流体方程式(その7)

上式は、粒子種ごとに満たされるべき方程式である。次に、電気的にほぼ
中性なプラズマを一つの流体と考えた時の流体方程式を考えてみる。ここ
では、電子と一価のイオンからなるプラズマを考える。
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新たな方程式(「法則」)を導く目的は?

プラズマ中では、幅広い特性長、特性時間を持つ現象が同時に起こって
いる。その中の、興味ある現象の特徴を抽出するのに、十分でかつ、解析
しやすい(解きやすい)方程式を導出する。

例えば、イオンの近くで細かく動く電子の動き(プラズマ振動)は無視し、
イオンと電子が一体となって動く現象(ExBドリフト)に着目するなど。



電子とイオンの総質量ρ、密度差(総電荷密度)σ、重心速度u、相対速度
(電流密度)j、総圧力pを一流体の流体指標として、考えると、電子、イオン
の密度ni, ne, 流速Vi, Ve, 圧力pi, peを使って以下のように表せる。

一流体方程式(その2)

eeii nmnm +≡ρ ( )ei nZne −≡σ

eeii

eeeiii

nmnm

nmnm

+
+

≡
VV

u ( )eeii nZne VVj −≡

ei ppp +≡

ここで、 mi, meは、電子、イオンの質

量密度、Zはイオンの価数。

#イオンと電子の連続の式に、それぞれmi, meを掛けて両辺の和を取ると、

( ) ( ) 0=+⋅∇+
∂
+∂

eeeiii
eeii nmnm

t

nmnm
VV ( ) 0=⋅∇+

∂
∂

uρ
ρ
t

#同様に、イオンと電子の連続の式に、それぞれZe, -eを掛けて両辺の和
を取ると、

0=⋅∇+
∂
∂

j
t

σ

式変形は、「核融合とプラズマの制御」内田岱二郎・井上信幸著、東
京大学出版会、第9章を参照のこと2016/6/2 81



一流体方程式(その3)

ここで、粒子種sの速度vsをプラズマの重心速度uと重心速度uで動く系に
対する相対速度wsに分解して書けるとする。

.   . uvwwuv −≡+= ssss すなわち、

この時、csは以下の関係を満たすことに注意。

この場合、 vsの速度空間の平均がuと異なることから、 wsの速度空間の平
均も0とならないことに注意して、 wsの速度空間の平均csを導入する。

   .0
,,,,,

=−=−=−=≡ ∑∑∑∑∑ ρρ uuuvuvwc
ei

ss
ei

sss
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sss
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sss
ei
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n

( )   .
,,,

∑∑∑ +=+==
ei

sss
ei

sss
ei

sss nqnqnq cuwuvj

#粒子種sの運動量保存の式をcsを使って書き直すと、

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) sssssssssss qnnmnm
t

RBcuEcucucu +×++=++⋅∇++
∂
∂

   .uVuvuvc −=−=−=∴ ssss

( )( ) pnm ssssss ∇++++⋅∇ ccucucuu

( ) sssss pnm ∇=⋅∇ cc等方の場合、Q
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一流体方程式(その4)

#イオンと電子の運動量保存の式の両辺の和を取ると、

を使って書き直すと、
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一流体方程式(その5)

#同様に、イオンと電子の連続の式に、それぞれZe/mi, -e/meを掛けて両辺
の和を取ると、

ここで、
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一流体方程式(その6)

( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )uju
j

u
VVcc

cccc

cccc
cc

σσ −
−

=
−

−
−

=

−−
−

−−
=

−−
=

+−−
=

+
−

+
=+

ei

ie

ei

ie

ei

ie

ei

ieei

ei

ieeeii

ei

ieeeii

ei

eieeeeiiiiei

ei

eeeiii

ei

eieiei
e

e

e
i

i

i

mm

mZm

mm

mZm
e

mm

mZm
e

mm

mZmnZn
e

mm

mZmnZn
e

mm

mZmnZn
e

mm

mnmZnmZnmnZ
e

mm

mnmn
Ze

mm

mnemneZ

m

ne

m

neZ

222

2
2

2
222222

   .uVc −= ss

右辺第2項を考える。
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したがって、右辺第2項は

プラズマが電子と一種のイオンのみで構成されている場合、作用・反
作用の性質から、

0dd =+ ∫∫ vv
vvvv eeii CmCm

したがって、右辺第3-4項は、

ei RR −=∴

e

ei

ie
e

e

i

i mm

mZm
e

m

e

m

Ze
RRR

+
=−
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一流体方程式(その7)

まとめると、
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Reは、電子とイオンの
総土差が大きいほど大
きいと推測できるので、

と近似した。ηは、抵抗
率に対応。

( ) jR η≈
+
+

e

eiie

ei

mnZmne

Zmm
2

整理して、

# エネルギーの保存則

圧力の時間発展を決める式として、本来はエネルギー保存則を解く
べきであるが、近似として以下の式を用いることが多い。

0=⋅∇+






 ∇⋅+

∂
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γ

γは、比熱比。

断熱圧縮の式
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一流体方程式(その8)

以上まとめると、電子と一種のイオンからなる一流体方程式を得る。
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(5)

(6, 7)

(8, 9)
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電磁流体方程式(その1)

一流体方程式を導くにあたって、「圧力が等方、電子と一種のイオン
のみで構成されるプラズマを対象とする」等、いくつかの近似を行っ
たが、それでも方程式は複雑である。
特に、電子は質量がイオンに比べて格段に軽いので、電子の速い時
間変化の現象(プラズマ振動等の効果)を一流体方程式は含んでいる。

各項の大きさを評価するために、プラズマの巨視的な変数が変化す
る距離の値をL(特性長)、プラズマの媒質の運動速度の代表値をV

0

とする。すると、プラズマの巨視的な変数が変化する時間はL/V
0
(特

性時間)で表せることができる。
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MHD平衡や不安定性の物理的描像の講義で説明したように、電磁
流体力学では、∇BxBドリフトやExBドリフトが重要で、特性長はプ
ラズマ大半径・小半径程度の現象に興味があるので、一流体方程
式の各項の大きさを評価して、上記の興味がある現象の特性を抽出
でき、かつ、簡単な方程式群(MHD方程式)を導出する。

特性長、特性時間を使って各項の効果を評価する手法=>次元解析

各項の効果のorder(大体の大きさ)を評価し、同じorderの効果持つ
項だけを取り出す近似手法=>ordering
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電磁流体方程式(その2)
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電磁流体方程式(その3)
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電磁流体方程式(その4)
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取ると
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以上のことから、式(2)は条件
式からはずす。また、近似的
にσ=0が成り立っているとして、
式(3)のσEを0と近似する。

σの値が知りたいときは、(8)式から
評価する。

電磁流体方程式(その5)
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電磁流体近似に基づく方程式
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変数は、以下のスカラー量3、ベ

クトル量4の合計15である。

一方、式は16個あるので、式(8)

は、初期条件の一つと見なす。

電磁流体方程式(その6)
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抵抗率ηが0の場合は、理想MHD
方程式と呼ぶ。

特徴

BEu /~⊥

・ 磁力線を横切る流体の重心速

度は、ExBドリフトで決まる。

・ ExBドリフト速度は、イオンの熱

速度同程度になる場合まで考

える。
thivu ~⊥

磁力線を横切る大きな流れが引
き起こす現象の性質を調べる。

一般化されたオーム則

これは、常に大きな磁力線を横切る流れがあることを意味してい
ないことに注意。流速が時間変化する時、EXB程度の大きな流れが
発生できる状況を考えるということ。



MHD方程式 の 特徴 （１）

運動方程式の両辺とuとの内積を考える。
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流体方程式(その6’)より
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MHD方程式 の 特徴 （１-2）
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以上まとめると、
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MHD方程式 の 特徴 (2)
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MHD現象は、
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(ある装置でβが制限されると、それは装置サイズによらない)
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熱・電磁流体物理特論@ES025, Thus.10:30~

0. イントロ

(MHD研究の意義;熱核融合発電炉の開発研究での位置づけ等)

1. MHD平衡特性、安定特性の粒子的描像と流体的描像

の概説

2. 速度分布関数とは

3. 流体方程式と電磁流体方程式(MHD方程式)とは

4. MHD方程式に基づくプラズマのMHD平衡特性、安定特

性の評価例

5. MHD研究のトピックス等
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MHD平衡を決める式

.0,, 0 =⋅∇=×∇∇=× BjBBj µp

2016/6/9
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ここでは、静止平衡状態を考える。静止平衡状態とは、プラズマの流速が0で、
プラズマ諸量の時間変化がない状態を言う。
理想MHD方程式で、この条件を適用すると、

( ) 000 =⋅∇+ ρ

{ } p∇−×=∇⋅+ Bj000ρ

0=×+ BuE

{ } 0000 =⋅∇+∇⋅+ pp γ

,0jB µ=×∇
0ε

σ
=⋅∇ E

0=×∇ E )(,0 初期条件=⋅∇ B

∴静止平衡状態が成り立つ条件は、

p∇=× Bj 0=∇⋅ pB

0=∇⋅ pj

より、
等圧力面の法線ベクトルは、常
に磁力線と直交。等圧面は磁
気面と一致。
電流は等圧面に沿って流れる。
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プラズマの作る磁束

Φ

円柱座標系(r,θ,z)

MHD平衡の式を円柱プラズマに適用する。円柱プラ
ズマは、B, j, pが半径rだけに依存する。

円柱プラズマのMHD平衡 (1)
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の両辺にr2を掛けて、r方向に
0~a(中心~境界)まで積分すると、

円柱プラズマのMHD平衡 (2)
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∆ΦとIzを計測し、Bzaを
精度よく評価できれば、
β値(総圧力値)が求まる。
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円柱プラズマのMHD平衡 (3)

2016/6/16
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∆ΦとIzを計測し、Bzaを精度よく評価できれば、β
値(総圧力値)が求まる。
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プラズマリングの平衡 III

したがって、プラズマリングにかかる大半径外側に広がる力の合計は、
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プラズマ境界での力のつり合いより

と定義し、 を使うと、
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より、平衡に必要な垂直磁場は

再掲
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jdia(反磁性電流)

各種電流でどんな磁場が誘起されるか?

その磁場を測るためのコイル形状は??

磁場計測によるプラズマ電流計測

B

磁場計測: 

プラズマ中を流れる電流で誘起される磁場を計測する。

jps(PS電流)

jp(トロイダル電流)

おまけ
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円柱座標系(r,θ,z)

次に、具体的な円柱プラズマの平衡磁場、圧力を評価
してみる。ここでは、θ方向の磁場だけがある場合
(B=(0, Bθ(r), 0))を例として取り上げる。

円柱プラズマのMHD平衡 (4)

2016/6/9

z

z

円柱プラズマのMHD平衡 (1)のレジメより、

( ) 0  
d

d
 

d

d
0 =+ θ

θµ rB
rr

B

r

p

より、 0jB µ=×∇

より、

( )θµ rB
rr

j
∂
∂

=
1

z0

( ) ( ) 2224
0

−
+= araprp の場合を考える。

( ) ( ) ∫−==>−= r
r

p
rrB

r

p
rrB

r
rB d

d

d

d

d
  

d

d 2
0

22
0 µµ θθθ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 











+
+

+
−

−=














+
−

+
−=

+
−=

+

−
= ∫∫∫∫ 22

2

232

2

2232322

3
2

4
0 2

1
2d

1
2d2d

4
d

d

d1

as

a

as
s

as

a

as
s

as

s
r

ar

r
r

r

p
r

ap

( ) ∫−= r
r

p
rrB d

d

d2
0

2 µθ

( )
C

as

as
+

+

+
=

22

22

( ) より、0
0

2 =
=r

rBθ .
1

2a
C −=

2rs ≡

( )
( ) ( )222

44
0

0222

2
4

00

2 12

ar

rap

aas

as
aprB

+
=














−

+

+
−= µµθ

22

22
00

ar

rap
rB

+
=

µ
θ

22

2
00

ar

rap
B

+
=

µ
θ

( )222

4

0

0 2

ar

ap
jz

+
=

µ

z方向の電流でプラズ
マを閉じ込めるので、z
ピンチと呼ばれる。
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じ込めるための
磁場、電流分布
が分かる。



Grad-Shafranov方程式 (1)
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.(3)   0,(2)   ,(1)   0 =⋅∇=×∇∇=× BjBBj µp

円筒座標系(R, φ, Z)を考える。また、トロイダル方向に

対称性がある(回転対称、軸対称)場合を考える。(3)式

と、軸対称性より、
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より、ここで、 ⇒ Z=const.面上の半径Rの円

内を通過する磁束の1/2π.

ポロイダル磁束/2π
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.(4)   0,(2) =⋅∇ ｊより Bと同様に考え、Iを導入すると
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(2)式のZ成分は、

Bと(1)に(2)を代入すると、
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∂
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IはBφを作る電流値に比例。

ある磁気面の外側のポロ
イダル電流値/2π.

Z

φ

R

Βφ

2πI

( ) の外積をとると、とBB×∇
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φ成分の式より、RBφ =µ0Iは、Ψと一次従属。 ( )Ψ= II

したがって、R, Z成分の式は、
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Grad-Shafranov方程式

Ψ=Ψ(R,Z)に関する２
階の偏微分方程式
境界条件を２個、I,
pをΨの関数として与
えれば、解が求まる。

Ψ
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Grad-Shafranov方程式の解の例を考えてみる。

Ψ−=
0

2

02

0
2 2

µ
bR

II

( )( ) ( )
28

1 2
22

0

22

0
2 Z

cRbRRRca ++−−=Ψ

Z

φ

R
( )Ψ−Ψ= a

a
p

0µ x
R0

I0はΨ=0の時のI. Ψaはプラズマ圧力が0

になる(プラズマ境界)でのΨ.

とし、Ψ(R0,0)=0、ΨはZの偶関数とすると、 Grad-Shafranov方程
式の解は、以下のように解析的に表せる。 [L.S.Solov'ev: Soviet Phys.-JETP 26(1968)400]

R~R0, Z~0の時、

( )( ) ( ){ }22

0
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2
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2
~ ZcbRRca

R
++−−Ψ

なので、Ψの等高線(磁気面の形)は、楕円度 の楕円。( ) ( )cbca +−

∵∇Ψは常に磁力線に垂直=>磁気面に垂直=> Ψの等高面は磁気面と平行。
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aaa

Z
cRbRRRca ++−−=Ψ

cはプラズマ境界で上式を満たす定数

Ψ=Ψ(R,Z)が求まれば、R-
Z平面上での磁気面の形、
圧力分布の形、電流の形、
磁場の表式がわかる。
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Starting from MHD equil. eq. 

.0

,

,

0

=⋅∇

=×∇

∇=×

B

jB

Bj

µ
p

.0

,0

=∇⋅

=∇⋅

p

p

j

B 1. Mag. field line and current 
lie on contour of pressure.

2. Contours of pressure 
coincide with mag. surfaces.

( ) .0

,
2//

=×∇⋅∇=⋅∇

∇×
=≡− ⊥

Bj

B
j

B
j

B

p

B
j

MHD平衡特性

)expression(Clebsh      

 

0

αψ ∇×∇==>

=⋅∇

B

B

0

0

=∇⋅

=∇⋅

α
ψ

B

B

Ψ constant
mag. surface

α constant

1. Both ∇Ψ and ∇α are 
orthogonal to mag. field line.

2. When contour of Ψ is defined 
by mag. surface,  a=constat on 
mag. surf. denotes magnetic 
field line.

Advanced

2016/6/9



熱・電磁流体物理特論@ES025, Thus.10:30~

0. イントロ

(MHD研究の意義;熱核融合発電炉の開発研究での位置づけ等)

1. MHD平衡特性、安定特性の粒子的描像と流体的描像

の概説

2. 速度分布関数とは

3. 流体方程式と電磁流体方程式(MHD方程式)とは

4. MHD方程式に基づくプラズマのMHD平衡特性、安定特

性の評価例

5. MHD研究のトピックス等
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MHD不安定性を決める式

2016/6/16

( ) 0=⋅∇+
∂
∂

uρ
ρ
t

p
t

∇−×=






 ∇⋅+

∂
∂

Bjuuρ

jBuE η=×+

0=⋅∇+
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∂
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uu pp
t

γ

)(,0 初期条件=⋅∇ B

,0 jB µ=×∇

t∂
∂

−=×∇
B

E
0ε

σ
=⋅∇ E

ここでは、静止平衡状態(u0=0)が成り立っていた時に、摂動(小さな変化)が生
ずると、その変化量がさらに大きくなる(不安定)のか、小さくなる(安定)のか、
変わらない(安定)かで、プラズマの不安定性を評価する。

摂動を仮定し、その変化を調べるために、
摂動法を適用する。

# 摂動法(物理量を時間変化しない大きな量と
時間変化するが量が小さい摂動量に分けて、
現象を考える)

.  ,),()(),(

        ,  ,),()(),(

,0)(  ,),()(),(

    ,  ,),()(),(

,  ,),()(),(

        ,0)(  ,),()(),(

0110
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rErErErE

BBrBrBrB
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rurururu

ρρρρρ

# この時、大きな量は大きな量同士でバランス
し、小さい量や時間変化する量はそれぞれ
でバランスすると仮定する=>ordering

# MHD方程式
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MHD方程式と線形化 (I)
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orderingすると、

=> 平衡の式

0次(order)の式 高次(order)の式
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MHD方程式と線形化 (II)
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111100110 p
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p
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高次(order)の式 線形化すると、

非線形項(１次の量同士の積)は十分
小さいと仮定
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=> 不安定解析の基礎式線形

非線形
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MHD方程式と線形化 (III)

まとめると、

( ){ } ( ){ }[ ] .
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2016/6/16

( ) ,010
1 =⋅∇+

∂
∂

uρ
ρ
t

11001
1

0 p
t

∇−×+×=
∂

∂
BjBj

u
ρ

1011 jBuE η=×+

01001
1 =⋅∇+∇⋅+

∂
∂

uu pp
t

p
γ

,101 jB µ=×∇

t∂
∂

−=×∇ 1
1

B
E

t∂
∂

−=×∇ 1
1

B
E

t

p

ttt ∂
∂

∇−
∂

∂
×+×

∂
∂

=
∂

∂ 1
1

1
00

1

2

1
2

0 B
B

jB
ju

ρ

1011 jBuE η+×−=

( )
t∂

∂
−=−××∇ 1

101

B
jBu η 1001

1 uu ⋅∇+∇⋅=
∂
∂

− pp
t

p
γ

,101 tt ∂∂=∂∂×∇ jB µ

{ }10012

1

2

0 uu
u

⋅∇+∇⋅∇=
∂
∂

pp
t

γρ

式の物理的描像の明確化のため、変位ベクトル ξ;(∂ξ/∂t =u1)    を導入すると

( ),
2

2

0 ξF
ξ

=
∂
∂

t
ρ

を仮定。0=η
の場合は、0≠η ( )

t∂
∂

−=×∇−××∇ 1
1001

B
BBu ηµ

と、同時に解く必要あり。
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MHD方程式と線形化 (IV)

2016/6/23

の場合は、0≠η
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と平衡量から求まる。は、 11111 ,,, BuEpρ

の場合は、0=η

と平衡量から求まる。は、 11111 ,,, ξBEpρ

ξξ ⋅∇−∇⋅−= 001 ppp γ ( )01 BξB ××∇= ( )101 ξρρ ⋅−∇=
01 B

ξ
E ×

∂
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線形の安定特性を調べるために、微小物理量の時間変化は，以下のような指
数的な依存性をもつと仮定すると、前ページの式は以下のように変形できる。

( ) ( ) ).iexp(, tt ωω −= rξrξ

( ).2

0 ξFξ =− ωρ

MHD方程式と線形化 (V)

考察する系全体についての運動を考えて積分すると
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2016/6/23

の複素共役ξξ ;*
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ξ 2
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2
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0 ξF
ξ

=
∂
∂

t
ρ

左辺がプラズマの運動エネルギーの時間変化に対応、右辺がプラズマ
の位置エネルギーの変化に対応することがわかる。

また、ωが虚数だと変位ベクトルの絶対値が増加するので，δWが負が不

安定の条件であることがわかる。

1u
ξ

≡
∂
∂

t
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MHD方程式と線形化 (I-V)

2016/7/7

線形化すると、

非線形項(１次の量同士の積)は十分
小さいと仮定
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=> 不安定解析の基礎式

線形

非線形
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また、ωが虚数だと変位ベクトル
の絶対値が増加するので，δWが

負が不安定の条件であることが
わかる。

( ) ( ) ).iexp(, tt ωω −= rξrξ
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MHD方程式と線形化 (VI)

2016/6/23
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プラズマの位置エネルギーを書き下してみる。
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を使うと、
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(**) 表面電流が流れな
ければ、この項は0。
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MHD方程式と線形化 (VI)のオマケ

2016/6/23
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プラズマと真空の境界条件
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シアアルベン波

(磁力線の伸ばし効果)

圧縮性アルベン波

プラズマ音波

圧力駆動不安定化

電流駆動不安定化

安定化項

曲率、圧力勾配が大きいほ
ど、より不安定。

MHD方程式と線形化 (VII)

磁力線に沿った電流(ト

ロイダル方向)が大きい

ほど不安定。

2016/6/23

曲率と圧力勾配の向きが同じ
であれば、この項が負となる。
=> 不安定性の可能性

( )bbκ ∇⋅≡

b
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電流駆動型MHD不安定性の描像

磁気面(等圧力面)

MHD平衡状態では磁場による
力(磁気圧)とプラズマによる圧
力が釣合っている．

ここでは，磁場は長手方向の電
流で生成されている

プラズマの等圧面が何か

の理由で縮まると電流に

よるそこでの磁場が強くな

り，縮まった等圧面はさら
に縮まってしまう．

(ソーセージ不安定性)

加速度的に状態が元の状
態から変化 => 不安定

プラズマの等圧面が何かの理

由で捩じれるとねじれの曲率が

小さいほうの電流によるそこで

の磁場が強くなり，等圧面のね
じれはさらに大きくなってしまう

(キンク不安定性)．

r
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Bθ; 
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Bθ; 大
Bθ; 
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Bϕ; 張力

.
2 0
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const
B

p =+
µ

電流が大きいほど、変形の力が大
=> 搖動の成長大

ドーナッツ状の電流=> 
ドーナッツ副半径に
沿った磁場Bθ

高Bθ=>不安定
1212016/5/19

再掲
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ここで、 |Q|2=Qρ
2+Qθ

2, a、bはそれぞれプラズマの半径、真空容器の半径(円断面を仮
定)。摂動は、ポロイダル角、トロイダル角依存性としてexp[i(mθ-nφ]の依存性を持って
いると仮定すると、

Q=∇x(ξxB0)なので

外部キンク不安定性 (I)
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0=⋅∇ ξ

と近似する。
最も不安定な摂動を考える。

また、以下を仮定。
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表面電流は考えないの
で、この項は0。
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θここで、q (=rBφ/RBθ) , µ0jφ0=∇xB0 (=(1/r)[d/dr(rBθ)])を使うと、
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外部キンク不安定性 (I)-2

2016/6/30
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ここで、µ0jφ0=∇xB0 (=(1/r)[d/dr(rBθ)])を使った。
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また、 Laplace方程式の解は、Ψ=αrm+βr-mと表せることに注意し、真空容器の境界
は、導体であることを使うと、Br(b)=0 at r=b => Ψ=0 at r=b. 
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ここで、 aの添え字はr=aの値であることを示す
次に、 δWの真空領域からの寄与を評価する、真空領域の搖動磁場を∇・B=0から、磁
束関数を使って BVr1=-(1/r)∂Ψ/∂θ, BVθ1=∂Ψ/∂rと表せる。
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2016/6/23

外部キンク不安定性 (II)

ここで、真空中では、∇xB=0より、 ΨはLaplace方程式を満たすので、

一方、プラズマ表面(r=a)で、 BVr1(a)=-imΨa/a=Qr(a)=-i(mBϕ/R)(n/m-1/qa)ξra

=> Ψa=Bθa(nqa/m-1)ξra. 

したがって、δWVは以下のように書ける。
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以上よりΨの解は以下の通り。 ( ) ( )
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ここで、導体壁を無限遠
に持っていく(b=>∞)と、
λ=>1.

stable.marginalstable.0,0When orWra =>≥= δξ

2016/6/23

外部キンク不安定性 (III)

δWpをδWpにを加えてまとめると、

m>0の時、積分記号の部分(プラズマ内部からの寄与)は、常に正かゼロ。

したがって、δWの真空からの寄与は以下のように表せる。

したがって、 qa>0, m>0, - ∞ <n< ∞の場合を考えると、不安定であるた

めの必要条件は

外部キンク
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m=1の時、 .
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m>=2の時,積分記号の部分(プラズマ内部からの寄与)を最小化するはξr(r)以下
のEuler-Lagrange方程式を見たす。
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2016/6/23

外部キンク不安定性 (IV)

Kruskal-Shafranov条件

プラズマ中の安定化効果を最小化する固有関数は、 ξr(r)=ξra=constantで与えられる
ので安定条件は、

上式をξr,が満たすとすると、 δWは以下のように書き直せる。

δWを評価するには、 Euler-Lagrange方程式を解いて、aξr’/ξrを求める必要がある。

固有関数がプラズマ境界付近に構造を持つと仮定し、電流分布の効果をプラズ
マ境界での電流値と平均電流値の比で表すと、不安定条件は以下のようになる。
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右図は外部キンク不安定性の不安
定領域が、電流分布によりどう変化
するかを数値計算で示した結果で
ある。
j(r)=j0(1-ρ2)ν. ρ=r/a. q=qaρ[1-(1-

ρ)ν+1]-1.=> qa/q0=ν+1.

ν>2.5の時, m>=2のすべてのモード
がqaに関わらず不安定となる。
1<ν<2.5の時は、安定となるqaの窓
(領域)が存在する。

J.A.Wesson; Nucl. Fus. 18, 87 (1978). 

2016/6/23

外部キンク不安定性 (V)
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簡約化MHD方程式 (I)
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=> 不安定解析の基礎式

最も不安定な摂動条件で、不安定性を調べる。
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更に、トロイダル方向の摂動速度が小さいと仮定
すると、速度の摂動成分は、流れ関数Uを使って次
式で表せる。
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φeu ×∇= U1 より、運動方程式は、磁場に垂直方向
の成分のみに着目し、かつ、 から変数が1

つにであることから、運動方程式の両辺と磁場の外
積をとり、その後全体の内積を取る( )と( )×⋅∇ B
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MHD方程式と線形化 (III)

まとめると、
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再掲
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簡約化MHD方程式 (2)
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線形化された(full-)MHD方程式

抵抗がないときは、演算子の自己随伴性により変分原理を用い

るなど、数値的にも解析しやすいが、抵抗が入ると、数値計算的
にも非常に複雑になる。

変数が少ない分、full-MHD方程式に対して、数値解析が容易。

新たな効果を考慮しやすい。
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理想交換型不安定性 I -簡約化MHD方程式による考察-

ヘリカルプラズマにおける理想交換型不安定性の性質を理想簡約化MHD方程式群を

使って考察する。

ここで、直線ヘリカルを考え、抵抗は0とする。
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理想交換型不安定性 I-2 -簡約化MHD方程式による考察-
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安定、不安定の境界領域にある場合(ω~0)の共鳴有理面に局在化する固有関数 を

解析するために、以下の様な関係を使う。

上式の解としてU~xνを仮定すると、以下の条件を満たすとき、νは複素数となり、Uは

振動解となり、x=0付近で無限界0点を横切る。
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ドーナッツ型のプラズマにおいてこの条件は、メルシエ条件に拡張される。
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理想交換型不安定性 II -サイダム条件-

x=r-r0, k//=k//’x, k//’=mι’|r=r0. 

Û

ここで、r0は共鳴有理面。

すると次式を得る。

ニューカムによるとUが境界以外で0を切る時、その系は常に不安定であることから、下

記の条件が居所的に不安定であるための十分条件となり、サイダム条件と呼ばれる。

・磁気シアが無い場合は、p0'の符号(向き)とΩ'の符号が反対

の場合、常に不安定。(通常、p0'<0, Ω'>0が不安定)

・磁気シアがあると、不安定になるためには大きなp0'が必要。
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簡単のためにB0=1, 

ρ0=1と仮定した。
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交換型不安定性のモード幅は成長率が低いほど、狭く
なるという性質を持っている。

通常の安定性解析は、有限のメッシュサイズを使って
数値計算で行われている。したがって、ある程度幅の
ある不安定性(つまり、成長率もある程度大きいもの)

のみ、解析できる。サイダム条件は、小半径方向に極
限的に局在化したモードの不安定条件であるため、サ
イダム条件下でも、巨視的モードは安定な場合が起こ
りうる。

注意!!交換型不安定性の場合、巨視的モードの安定限界

は数値計算におけるメッシュサイズに強く依存する。

M.Wakatani; Chap.5.6 in “Stellarator and Heliotron devices”, Oxford (1998). 
2016/7/7

理想交換型不安定性 III -サイダム条件と巨視的モードの安定性の関係-

一般的に巨視的モードはサイダム条件が不安定な場
合でもさえ、安定な場合がある。

サイダム条件は、不安定のための十分条件にも関わ
らず、巨視的モードはサイダム条件下での安定なの
か?
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U
~ p~

ωθ Upkp
~

'~
0=

Because ω is a imaginary, the difference 

of the phase between U and p is π/2.

K.Watanabe; Nuclear Fusion 32, 1647 (1992). 

ξ =mU/rω,
ξ =grad U x z

2016/7/7

理想交換型不安定性 IV -モード構造と成長率の例-
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環状磁場プラズマ閉じ込め装置
では、ドーナッツの内、外で磁場
の曲率が異なる

環状磁場プラズマでの圧力駆動型MHD不安定性

磁場強度

減少

(悪い曲率)

磁場強度

増加

(良い曲率)

2016/7/7

=>

悪い曲率での不安定性の発現
=>

バルーニングモード
(磁気面上で不均一な不安定性)
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不安定条件は、原理的に交換型不安定性と同じ。

しかしながら、悪い曲率領域での局所的な曲率や磁気シアが重要なパラメー
ターとなる。

バルーニングモードの不安定条件
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β値の増加

シャフラノフシフト
の発生

シャフラノフシフトが発生すると、トーラス外側の磁力線が密になる。
=> ポロイダル磁場Bpが増加する。
=> 磁力線が密なほどBpの増分は大きい（周辺の磁気面ほど、隣の磁気
面との距離が短い）。
=> d∆Bp/dr >0.

2016/7/7

ここで、~は悪い曲率領域
での値を意味する。

トカマクでも、 は負になる。'
~
Ω



138

αααα

ααααα

ksk

kssks

+<<−=>

<−+−=><− 02)( 222

stable

stable

Unstable

'q
q

r
s ≡

'β−∝a

2016/7/7

バルーニングモードの不安定条件 II

したがって、シャフラノフシフトが発生すると、悪い曲率領域の局所磁気シ
アは、以下のように表せる。
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( )'q∆≡−α とおくと、 α−≡ ss~

2
0

2 ~

4

1
'

~
' spq >Ω− より、

通常のトカマクでは、0<k<1, s>0より、
不安定条件は右図のようになる。

ここで、圧力が上がると-p0', αが大きく
なるので、 -p0∝αとおいた。
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より正確にバルーニングモードの安定性を解析するためには、 Eikonal近似を
導入する。

Eikonal近似を導入すると、ポテンシャルエネルギーは次式のように書くことがで
きる。

上記のポテンシャルエネルギーを最小化する固有関数Fは次のEuler方程式を
満たす。
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[ref] J.Wesson; Chap.6.13-14 in “Tokamaks --2nd edit.--” Clarendon press (1997). 
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共鳴有理面
この部分の変化は共鳴面付近で相対的に大きくなる。

2016/7/7

バルーニングモードの不安定条件 III Advanced
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バルーニング方程式の単純な解析解はないので、以下に数値計算結果を示
す。（詳細が知りたい場合は、以下の文献[1], [2], [3]を参考にすること）

文献[2]によると, 安定境界は右

図のダイアグラムで表せる。こ
こで、は、磁気井戸（よい曲率
の平均値）の深さを示す。

曲率の平均値が「良い曲率」の
場合、バルーニングモードが不
安定でない運転も可能である。

[1] J.P.Freidberg; Chap.10.5 in “Ideal Magneto hydrodynamics” Plenum press (1987). 

[2] M.Azumi and M.Wakatani; J.Plasma Fus. Res., 66 (1991) 494.

[3] J.Wesson; Chap.6.14 in “Tokamaks --2nd edit.--” Clarendon press (1997). 

2016/7/7

バルーニングモードの不安定条件 IV Advanced



2016/7/21 141

テアリング不安定性 I

トカマクプラズマの閉じた磁気面の間や、地球の後方に長く伸びた磁気中性面で
は、磁力線に沿ったプラズマ層を電流が流れる(「電流シート」)ことがある。この
ような電流シート中に有限の電気抵抗が存在すると、隣り合う磁力線が融合し、
磁気面構造が壊れる「テアリング不安定性」が発生することがある。

地球の磁気中性面をモデル化した右上図
のような構造を考える。
密度・磁場強度の非一様性がx方向にあり、
電流はy方向に流れている。この電流が作
る磁場はz方向を向き、x>0とx<0の領域で方
向が逆である。

( ) ( ) ( ) BuBBuuB 2

0

∇−⋅∇−∇⋅−∇⋅=
µ
η

( ) ( )BBB ×∇×∇−⋅∇∇=∇2
Q

一般化されたオームの法則とファラデーの
法則から、磁場の時価発展の式として以下
を得る。
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テアリング不安定性 II

したがって、抵抗がゼロのときは、
となり、Bz0がゼロの場所では、B1x=0.

=> 磁力線のトポロジーは変化せず。
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By =0として、摂動磁場のx成分B1xに着目すると、
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テアリング不安定性 III
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とすると、

一方、抵抗がゼロでないときは、Bz0がゼロの
場所でも、 B1x=/0となりる。

この時、x~0の領域でBz =0となる領域が広がる

と、トータルの磁気エネルギーは減少し、ポテ
ンシャルエネルギーの低い状態に移行できる
ので、不安定となりうる。
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Bz =0となる領域が広がるには、右上図の赤

矢印のような摂動磁場が生じる必要があるが、
摂動磁場は、∇・B1=0を満たす必要がある
ので、ピンクの矢印のようなB1x=/0 の摂動磁
場が生ずる。すると、右下図のようにx=0の面
を横切る磁場が存在可能になる。
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Bz(x)

電流が減る

電流が増す
磁気島の形成
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テアリング不安定性 IV
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テアリング不安定性 V
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∂ と近似すると、磁場の時間発展式、運動方程式は以下のように
書ける。
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テアリング不安定性 VI

以下の条件を満たすように を解いてみると、( )XUX
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上記の解を使って、 [∂B1x/∂x]x=0を評価してみる。
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新古典テアリング不安定性

Bt

q

2

Bp-Bp(rres)

r=rres

r=rres

p

jp for original Bp

in tokamak

Advanced

先進トカマク運転では、外部駆動電流の低減のため、ブートストラップ電流
(自発電流)がかなり流れることが期待されている。

しかしながら、ブートストラップ電流はテアリングモード
のような磁気島を有する不安定性を助長する可能性
がある。

Jbs; トカマクでは、

元のBpを強める

方向に流れる。
Jbsはdp/dr に

比例する。

局所的なBS電流は、X

点で元のjpを助長
=>磁気島を作る電流を
助長

=> 新古典テアリング

モードの成長

左図のようなq分布の場
合、共鳴面でのBpを差し
引いたBpは左図のように
なる。

矢印はBp-Bp(rres)の

向き



熱・電磁流体物理特論@ES025, Thus.10:30~

0. イントロ

(MHD研究の意義;熱核融合発電炉の開発研究での位置づけ等)

1. MHD平衡特性、安定特性の粒子的描像と流体的描像

の概説

2. 速度分布関数とは

3. 流体方程式と電磁流体方程式(MHD方程式)とは

4. MHD方程式に基づくプラズマのMHD平衡特性、安定特

性の評価例

5. MHD研究のトピックス等

2016/7/21 148
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MHD搖動の構造の指標 I
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数値計算との比較

実験での評価

(3)

(2)

(1)

不安定だと
逆位相

安定なら
同位相

(2)から、抵抗の効果が大きい場合
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共鳴有理面で、
摂動電流分布
が偶関数なら、
速度分布は奇
関数
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MHD搖動の構造の指標 II
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(3)

(2)

(1)

(2)から、抵抗の効果がゼロの場合

Uiki //=− )ωψ 共鳴有理面で ( )Urrk res−=− 0//'*ωψ
( )

U
rrk res

ω
ψ

−
−= 0//'

+

共鳴有理面では、摂動ポロイダル磁束が常にゼロ
=> 共鳴有理面上で摂動電流がゼロ

位相は、不安定なら逆。安定なら、同位相。

U
~ p~
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MHD搖動の構造の指標 III

2016/6/30

X point

O point

X 
O

p1

p0+p1

p1
Around

X point

Around

O point

p1
^

phase
π

p1=p1cos(mπ-nφ) p1=p1cos(mπ-nφ+π)^ ^
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MHD搖動計測

2016/6/30

■ ECE measurement

→ Horizontally 

elongated section

→ Te profiles
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磁気計測器

トロイダル方向、ポロイダル方向に複数個取り付け、磁場の強度の位相変

化を調べることにより、トロイダル方向、ポロイダル方向の低波数の空間構
造を推定する。



2016/7/21 154

磁気計測器 II

ここで、磁気計測器は真空領域で計測していることに注意。

Laplace方程式の解は、Ψ=αrm+βr-mと表せることに注意し、真空容器の境界は、導

体であることを使うと、Br(b)=0 at r=b => Ψ=0 at r=b. 

.0
m

d

d

d

d1
2

2

=Ψ−






 Ψ
rr

r
rr

真空中では、∇xB=0より、 ΨはLaplace方程式を満たすので、

一方、プラズマ表面(r=a)で、 BVr1(a)=-imΨa/a=Qr(a)=-i(mBϕ/R)(n/m-1/qa)ξra

=> Ψa=Bθa(nqa/m-1)ξra. 

以上より真空中のΨの解は
( ) ( )
( ) ( )

.1 ramm

mm

a
a

abba

rbbr

m

nq
B ξθ

−

−






 −=Ψ

外部キンクの章で示したように、

ここで、Bθa, ξraはプラズマ境界での磁場及び径方向変位であるので、この値
が=/0でないと、プラズマ中に搖動磁場があっても、磁気計測器では不安定性

を計測できないことに注意。

しかしながら、実際上は特に低波数の搖動計測感度は他の搖動計測に
比べて、非常に大きい。

φψ eB ×∇= 11
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LHDにおける磁場搖動計測結果の例

2016/6/30
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LHDにおけるMHD空間構造計測結果の例

2016/6/30
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LHDにおけるMHD搖動の閉じ込めに与える影響の例 I
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LHDにおけるMHD搖動の閉じ込めに与える影響の例 II
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キンク不安定性の観測例 ---TFTR(Tokamak Test Fusion Reactor;米国)---

観測された揺動強度分
布は理論予測に近い

成長率の観測値はキンク不安定性の理論予測より数10倍遅い

M.Okabayashi et al; Nucl. Fus. 38, 1149 (1998).

Disrupt

ωA=1.7e6~5e6Hz

ne=1e20~1e19m-3, 5T

成長率 1/150µs~1e4Hz

揺動強度の小

半径方向分布

( ).
d

di
rrξ

rm
ξ −=θ

磁場揺動強度

150µsでプラズマが消滅2016/6/16


